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В статье рассматривается напряженно-

деформированное состояние основания низ-

конапорных плотин на слоистых грунтах. Приве-

дены особенности строительства 

низконапорных плотин на слоистых грунтах. При-

ведена расчетная модель для решения напря-

женно-деформированного состояния грунтов 

основания низконапорных плотин. Установлены 

расчеты напряженно-деформированного со-

стояния грунтов основания под действием веса 

сооружений и гидростатического давления воды 

верхнего бьефа плотины. 
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This article is considered stress-strain 

state of low-head dams’ basis on stratified 

soil. The peculiarities of construction of 

low-head dams on stratified soils are 

resulted. The calculated model for the 

solution of the stress-strain state of low-

head dams’ basis is resulted. The 

calculations of the stress-strain state of soil 

base under the weight of the 

constructions and the hydrostatic pressure 

of water the upstream dam are 

established. 
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Введение. Согласно существующего 
КМК 2.02.02-98 [1], при проектирова-
нии основания гидротехнических со-
оружений должны быть предусмотрены 
решения, обеспечивающие надежность, 
долговечность и экономичность соору-
жений на всех стадиях строительства. 
Поэтому проектируемые сооружения 
оцениваются этими условиями. 

Из-за нехватки водных ресурсов в 
республике, наиболее рациональным 
решением является строительство низ-
конапорных гидротехнических соору-
жений (плотин). Низконапорные 
плотины – это наиболее распространен-
ный класс сооружений как бетонные, 
так и грунтовые. Важными факторами 
строительства таких сооружений явля-
ется то, что они не требуют высокой 
материалоемкости, трудоемкости и вы-
сокой стоимости, а также длительной 
срок строительства и самое главное, не-

зависимо от назначения строительства 
сооружений, их можно построить в лю-
бых климатических, геологических и 
гидрогеологических условиях местно-
сти. 

В связи с необходимостью обеспе-
чения населения устойчивыми водными 
ресурсами приходится строить новые 
низконапорные гидротехнические со-
оружения в тех местах, какие ранее, с 
геологической точки зрения, считались 
непригодными для их строительства. 

По оценкам ведущих экспертов, 
основными причинами развития дефор-
маций основания сооружений являются 
неоднородность основания и неоднород-
ность напряженно-деформированного 
состояния грунтов. Неоднородность ос-
нования может быть вызвана из-за вы-
клинивания слоев под отдельными 
частями сооружения, линзообразно за-
легание грунтов, неоднородной толщи-



CONSTRUCTION AND ARCHITECTURE 

 

 
Ekologiya & Stroitelstvo, № 3, 2016  5 

ны слоев, различия в плотности грунта 
и др. А неоднородность напряженно-
деформированного состояния грунтов 
основания происходит из-за неоднород-
ной загрузки фундаментов, взаимного 
влияния загрузки соседних фундамен-
тов, неодновременной консолидацией 
грунтов в основании и пр. 

Материалы и методы исследоваия. 
В настоящее время успешно принимается 
метод конечных элементов (МКЭ) для 
расчета напряженно-деформированного 
состояния основания низконапорных 
плотин на слоистых грунтах. МКЭ явля-
ется другим дискретным методом реше-
ния плоской и пространственной задачи 
теории упругости. 

Территория проектируемого сооруже-
ния характеризуется песками, супесами и 
суглинками. Геометрические размеры мо-
дели: мощность каждого грунтового слоя 
принимается одинаково, и составляет 2,3 
м; высота плотины – 8 м; длина – 87 м; 
длина основания до и после плотины – 30 
м. Глубина верхнего бьефа – 7 м (рис. 1а). 

Физико-механические параметры: 

модуль упругости (Е): песок – 156 МПа; 
супесь – 242 МПа; суглинок – 55 МПа; 
грунт плотины – 30000 МПа; плотность 
песка и супеси – 1,81 т/м3, суглинка – 
2,03 т/м3; плотины – 2,03 т/м3. 

Расчет модели производился МКЭ с 
дискретизацией области прямоугольны-
ми элементами (рис. 1б). 

 

 
а 

 
б 

Рис. 1. Исходная модель (а) и ее конечно-элементная дискретизация (б) 

 

Исходным уравнением при расчете 
МКЭ является вариационное уравнение 
принципа возможных уравнений, со-
гласно которому сумма работ всех сил 
на возможных перемещениях равна 0. 

n n

ij ij n

V V

0,dV f udV P ud


            

, 1,2,i j   1...4.n                         (1) 

Здесь 
ij
 , 

ij
  – соответственно тен-

зоры деформаций и напряжений; u , 

ij
  – изохронные вариации 

перемещений и деформаций; f  – вектор 

массовых сил; 1
P  – вектор внешних сил 

(гидростатическое давление), 

приложенных к поверхности  . 
Гидростатическое давление воды, 

действуюшие на сооружение и дно 
верхнего бьефа плотины определяется 
по завивимости  

  0
, , ( ),p x у t g h у                (2) 

где 
0

  – плотность воды; ( )h y  – глубина 

точки на напорной грани плотины. 

Приняты следующие граничные 
условия для рассматриваемой модели: 

нижняя граница модели жестко 
закреплена, то есть возможные 
перемещения по осям отсутствуют 

0;y   0;u v                         (3) 

на боковых границах основания 
горизонтальные перемещения отсутст-
вуют, возможно, только перемещение по 
вертикали 

;x L   0.u                             (4) 

на поверхности верхнего бьефа, 
включающего дно верхнего бьефа пло-
тины и верховой откос плотины, дейст-
вует гидростатическое давление, 
определяемое формулой (2); 

на нижнем бьефе и по гребню пло-
тины нагрузка отсутствует. 

Расчет напряженно-
деформированного состояния грунтов 
представленной модели, находящейся 
под собственным весом и гидростатиче-
ским давлением осуществляется МКЭ, 
включающим в себя следующие этапы: 

1. Разбивка рассматриваемой кон-
струкции на определенное число конеч-
ных элементов, соединенных в узловых 
точках. 

2. Получение матрицы жесткости и 
масс для элементов, составляющих кон-
струкцию. 

3. Формирование общих матриц 
жесткости, масс и матрицы нагрузки 
для всей конструкции. 

4. Решение системы алгебраиче-
ских уравнений при статическом нагру-
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жении. 
5. Определение компонентов де-

формаций по полученным перемещени-
ям узлов. 

6. Определение напряжений по по-
лученным компонентам деформаций. 

Реализация указанных этапов на-
чинается, как отмечено выше, с получе-
ния дискретной модели здания. В 
данном случае – это прямоугольные 
элементы (рис. 2), соединенные в узлах. 
Перемещения узловых точек (по два пе-
ремещения в каждом узле) – это и есть 
неизвестные, подлежащие определению 
в ходе выполнения конечно-элементной 
процедуры. 

 
 

 
Рис. 2. Прямоугольный элемент, рабо-

тающий в условиях плоского деформи-

рования 
 

 
На втором этапе определяются 

матрицы жесткости и масс элементов. 
Опуская изложение обычной процедуры 
МКЭ для построения матриц жесткости 
и масс элементов, укажем литературные 
источники, где приводится окончатель-
ный вид этих матриц [2, 3, 4]. 

Далее (3 шаг), объединяя матрицы 
жесткости и масс всех элементов, со-
гласно процедуре МКЭ, и учитывая гра-
ничные условия (2...4), формируются 

общие матрицы жесткости [К] и масс 
[М] для всей модели, а также формиру-
ется вектор приложенной (гидростатиче-

ской) нагрузки {P}. В результате 
получается разрешающая алгебраиче-
ская система уравнений относительно 

неизвестных узловых перемещений {q
i
}, 

которая решается методом Гаусса (4 
шаг): 

       .i
K q M g P               (5) 

По найденным узловым перемеще-

ниям {q
i
} определяются перемещения 

внутри е-го плоского элемента (рис. 1). 
Для этого используются формулы ли-
нейной аппроксимации 

e 1 2 3 4
;u x y xy         

e 5 6 7 8
.v x y xy                (6) 

После нахождения e
u , e

v  при 

помощи уравнений Коши определяются 
компоненты деформаций в каждом эле-
менте (5 шаг): 

e

x

e

y

xy i
e e

.

u

x

v

y

u v

y x

 
 

  
  

    
       
 

  

                         (7) 

По полученным деформациям (7) 
по формулам закона Гука, выражающим 
зависимость между напряжениями и 
деформациями, определяются напряже-
ния в каждом элементе (6 шаг): 

x x

y y2

xy xy i

1 0

1 0 .
1

1
0 0

2

E

 
      
    

       
            

 

        (8) 

Описанная процедура применена к 
расчету напряженно-деформированного 
состояния модели плотина – основание 
(рис. 1) в трех вариантах: с учетом 
только собственного веса – (1); с учетом 
веса и гидростатического давления – (2); 
с учетом веса, гидростатики и частично 
увлажненного основания – (3). 

При расчете системы с увлажнен-
ным основанием учитывался объемный 
вес увлажненной части грунта, опреде-
ляемый по формуле: 

вл сух
1,1 (1 ),n                                 (9) 

где 
сух
  – удельный вес сухого грунта, который 

использовался в первых двух вариантах расчета; 

n – коэффициент пористости грунта, который для 
слоя песка и супеси принят равным 0,86.  

Увлажненными в расчетах прини-
мались левая и центральная части верх-
него слоя (пылеватый песок), 
расположенные в верхнем бьефе и под 
плотиной, а также находящийся под со-
оружением второй слой – супесь. 

Результаты и обсуждение. Резуль-
татами явились следующие компоненты 
напряженно-деформированного состоя-
ния: вертикальные смещения точек мо-
дели «плотина–основание»; главные 
напряжения; эквивалентные напряже-
ния; касательные напряжения. Получен-
ные компоненты сгруппированы по 2: 
первый, с индексом (б) получен только 
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при учете собственного веса; второй (в) с 
дополнительным учетом гидростатиче-
ского давления, действующего равномер-
но на дно водного бассейна и по 
треугольному закону – на напорную по-
верхность плотины. В начальной таблице 
каждого рисунка указаны диапазоны 
значений данного параметра в выделен-
ных областях. Над каждым рисункам 
указаны наибольшие достигаемые значе-
ния для данного параметра при учиты-
ваемых нагрузках. Так на рис. 3 0,0162 
м – это максимальные вертикальные 
смещения тела плотины, находящейся 
только под действием собственного веса 
(рис. 3б). С учетом гидростатики смеще-
ние плотины незначительно увеличива-
ется (до 0,0163 м на рис. 3в). 

Распределение полученных компо-
нентов (перемещений и напряжений) по 
площади даны на фоне недеформиро-
ванного состояния модели. Сравнение 
результатов показывает, что первона-

чально симметричная картина верти-
кального смещения модели, полученная 
при учете только веса (рис. 3б), наруша-
ется при дополнительном учете гидро-
статики (рис. 3в). При этом 
увеличивается осадка основания и по-
дошвы плотины со стороны верхнего 
бьефа, на который приходится гидроста-
тическое давление (ср. рис. 3б и в – сле-
ва). Равномерная закраска области всей 
плотины указывает на то, что при ука-
занной статической нагрузке (вес + гид-
ростатика) плотина смещается как 
твердое тело, практически не деформи-
руясь, поскольку модуль Юнга бетона 
значительно превышает упругие харак-
теристики грунтов основания. Прило-
женная нагрузка вызывает изменение 
компонентов напряжений в системе 
«плотина – основание». На рис. 4 пока-

заны вертикальные напряжения 
y

  (y – 

вертикальная ось). 

 

а) Вертикальные смещения (м): 0х0,0044 м (светлая область); 0,0044х0,0133 м (серая 
область); 0,0133х0,0222 м (темная область); 
б) 0,0162 м (максимум) 

 
в) 0,0163 м (максимум) 

 
Рис. 3. Вертикальные смещения модели «плотина–основание» под действием собст-

венного веса (б) и гидростатики (в). Диапазоны смещения по областям (а) 
 

а) Нормальные напряжения (МПа): 0х0,083 (белая область); 0,083х0,2 (серая область); 
0,2х0,32 (темная область); 
б) 0,296 МПа (максимум в основании) 

 
в) 0,297 МПа (максимум в основании) 

 
Рис. 4. Нормальные напряжения y

  (МПа) в модели «плотина-основание» под дейст-

вием только собственного веса (б) и учете гидростатики (в) 
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Здесь также симметричная картина 
распределения вертикальных напряже-
ний (рис. 4б) изменяется при дополни-
тельном учете гидростатики (рис. 4в). 
Это видно из левой части рисунка, где 
область серого цвета, верхняя граница 
которой на рис. 4б, где учитывался 
только вес системы, достигала всего 
треть высоты основания верхнего бьефа. 
При дополнительном учете гидростати-
ческого давления (рис. 4в) серая область 
полностью распространяется на весь 
верхний бьеф. Учитывая диапазон изме-

нения напряжений (рис. 4а), можно 
сделать вывод, что напряжения в облас-
ти верхнего бьефа увеличились при этом 
с 0,083 МПа до 0,2 МПа. Следует отме-
тить, что на рис. 4 указаны абсолютные 
значения напряжений без указания зна-
ка. На самом деле эти напряжения от-
рицательны, что указывает на 
сжимающий характер вертикальных 
напряжений. 

Горизонтальные нормальные на-
пряжения в системе при нагрузке весом 
и гидростатикой показаны на рис. 5. 

 

а) Горизонтальные напряжения σх (МПа): –0,022х(+0,1) МПа (светлая); –0,144х(–0,022) 
МПа (серая); –0,241х(–0,144) МПа (темная); 

 
б) –0,022х(+0,05) МПа (светлая), –0,144х(–0,022) МПа (серая), –0,206х(–0,144) МПа 
(темная) 

 
Рис. 5. Горизонтальные нормальные напряжения x

  (МПа) в модели «плотина-

основание» под действием собственного веса (а), веса и гидростатики (б) 
 

 

Заключение 
Разработана плоская модель 

«плотина – грунтовое основание» со 
скользящими боковыми границами для  
проведения расчета напряженно-
деформированного состояния системы 
под действием статической нагрузки, 
представленной собственным весом сис-
темы и гидростатическим давлением на 
верхний бьеф. 

Расчет производится численно 
методом конечных элементов, позво-
ляющим учесть геометрию сооружения 
и неоднородность грунтов основания, их 
структурные особенности (пористость) и 
степень увлажнения. 

Определены и проанализированы 
различные компоненты напряженно-
деформированного состояния системы с 
учетом собственного веса и оценено 
влияние на них дополнительной нагруз-
ки от гидростатического давления. 

Выявлено, что вертикальной 
осадке в большей степени подвергается 
центральная часть модели, включающая 
плотину, оседающую как твердое тело, 
основание под ней и небольшие участки 
грунта, непосредственно примыкающие 
к плотине. При этом учет собственного 
веса сохраняет симметричную картину 
деформации, тогда как дополнительная 
гидростатическая нагрузка увеличивает 
осадку верхнего бьефа. 
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